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Développement par rapport a la 3-ieme ligne :

15 0
2 4 -6 :0(—1)3“2 _06‘+3(—1)3+2; _06‘
03 0
15
_1\3+3
+0(=1)**2 | 4’
=-3.(-6) =18

Corollaire 3.5
Si une matrice A contient une ligne formée de zéros, alors son déterminant est nul : det(A) = 0.

Propriétés fondamentales

Pour calculer le déterminant d’une matrice de taille 4 x 4, il faut donc calculer quatre déter-
minants de matrices de taille 3 x 3 et pour chacun de ceux-ci, il faut calculer trois déterminants
de matrices de taille 2 x 2. Pour calculer le déterminant d’une matrice de taille 5 x 5, il faut
calculer 5 -4 -3 = 60 déterminants de taille 2 x 2 et ainsi de suite. Nous avons donc intérét a
trouver une méthode qui demande moins de calculs.

Nous allons voir maintenant une suite de théoremes qui permettent d’optimiser les calculs
de déterminants.

Théoreme 3.6 Déterminant et opérations élémentaires

Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice agissent sur le déterminant de la
maniere suivante.
Soit A et C' deux matrices carrées de taille n x n.

Type 1l Si A Lj:: b ¢ alors det(C) = —det(A).
Type 2 Si A Lo :J/\Lj C (avec X # 0) alors det(C) = Adet(A) ou det(A) = + det(C).
Type 3 Si A i Bt o alors det(C) = det(A).

Vérification dans le casn =2 :

Soit A = |* Z} . Nous avons det(A) = ad — bc et
c d

a) a b’ =cb—ad = —det(A).

b) Ac“ Adb‘ = Xad — Abe = A(ad — be) = Adet(A).

e) [ J;AC b *dAd' = (a+Ae)d — (b+ Ad)e = ad — be = det(A).
2 4 6

Exemple. Calculer le déterminant de la matrice A= |1 3 5|.

3 5 7

Nous allons utiliser des opérations élémentaires pour simplifier le calcul.
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2 4 6 135
135 "ot b4
3 5 7 3 5 7

L2 < L2—2L1

Ls < L3—3L;

L3 < L372L2

|
S O = S O = w o=
|
[N}
|
W

Comme la matrice finale possede une ligne de zéros, son déterminant est nul, d’apres le théoreme
3.4. Donc det(A) = 0.

Corollaire 3.7

Soit A une matrice carrée de taille n x n et soit A € R. Alors

det(AA) = A" det(A).

Démonstration. Appliquons, ligne apres ligne, 'opération élémentaire de type 2. Le calcul nous
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donne :

det(A\A)

Corollaire 3.8

)\&12
)\CL22

)\au
)\(121

Aap1  Apo

aii a12

)\agl )\(122
Adn1 Aan2
@11 ai2
)\2 a21 a2
)\anl )\ang

aii a12

\n a1 a2

anl  an2

= A" det(A)

81
)\aln
/\G,Qn
Apn
A1n
)\G,Qn
Ayn
A1n

a2n

Ann

A1n
A2n

a/TLTL

O

Effet global des opérations élémentaires

Soit A une matrice carrée et soit C' une matrice équivalente & A par une suite d’opérations

élémentaires sur les lignes.
Il existe a # 0 tel que

det(C) = a det(A),

ou « est le produit des facteurs introduits par chaque opération élémentaire.

Démonstration. Chaque opération élémentaire modifie le déterminant comme indiqué dans le
théoreme 3.6. En les composant, les effets se multiplient : la constante globale « est le produit

des facteurs associés a chaque étape.

Théoréme 3.9

O

det(AT) = det(A)

Soit A une matrice carrée de taille n x n et AT sa matrice transposée. Nous avons

det(AT) = det(A).

Démonstration. Admis dans le cas général.

Vérification dans le cas n = 2 :
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Z Ccl‘:ad—bc:

Remarque importante 3.10

Grace a ce théoreme, on peut remplacer le mot « ligne » par le mot « colonne » dans tous
les résultats concernant le calcul du déterminant. Par exemple :

— Si la matrice A possede une colonne formée de zéros alors det(A) = 0.

— On peut faire un développement par rapport a la k-éme colonne :

Nous avons

a b
c d|

det(A) = (—1)"*ay;, det(Ayr) + (=1)? T agy det(Aop) + ... + (—=1)"Fa,; det(A,x)
= a1,C1k + a2kCo + . . . + ankCri.

— On peut faire des opérations élémentaires sur les colonnes pour introduire des zéros
dans la matrice.

Théoréme 3.11 Déterminant de matrice triangulaire

Si A € M,,(R) est une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) alors :

det(A) = 111022033 *** Apnp-

Démonstration. Supposons que A est une matrice triangulaire inférieure. Le calcul nous donne :

a1 0 . 0
0 a22 DRI O
az1 Q22 -
=an
Ap2 *°° Gpn
ap1  QAp2 - Gpn
a/33 P 0
= a11G22
ap3 *°* Qdnn

Gn—1,n—-1 0
=...=0Qa11022 """ Gp-2n-2

Gn,n—1 Ann

=Qa11a22***Apn—1,n—10nn-
Le calcul est analogue dans le cas ou A est une matrice triangulaire supérieure :

a1 ai2 - Qin

0 ap -+ a2 i
:(_1) Ann

ailr o Q1p-—1

0 ot Op—1,n—1

= ... =0Qpnp " a22011
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1 21
Exemple. Calculer le déterminant de la matrice A= [0 1 3
2 3 4
1 21 Lol 1 2 1
01 3 7" o1 3
2 3 4 0 -1 2
1 21
S (VS
0 0 5
Donc det(A) =1-1-5=5
Théoréeme 3.12 Déterminant de matrice triangulaire par blocs

Si A € M, (R) est une matrice triangulaire par blocs (supérieure ou inférieure), telle que tous
les blocs diagonaux sont carrés (tous les A;; sont carrés) alors :

det(A) = det(An) det(AQQ) tee det(Am)

Démonstration. Admis. O

Théoréme 3.13

Soit A et B deux matrices carrées de taille n x n a coefficients dans R. Alors

det(AB) = (det A)(det B).

Démonstration. Admis dans le cas général.
Vérification dans le cas n = 2 :

. _|la b _le f
SmentA—L d} etB—{g 3

. Nous avons

det(AB) =

ae+bg af +bh
ce+dg cf+dh

= (ae+bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg)
= eh(ad — bc) — fg(ad — be)

~ (ad — be)(eh — fg)

= (det A)(det B).

Remarques 3.3.0.14. 1. Méme si AB # BA en général, nous avons toujours

det(AB) = det(BA).
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2. Le théoréme 3.6 peut étre reformulé a l'aide du produit de matrices élémentaires. En effet,

det(EA) = det(E) det(A)  donc det(A)_(m

—1 si E est une matrice élémentaire de type 1
ot det(E) =<\  si E est une matrice élémentaire de type 2
1

si E est une matrice élémentaire de type 3

Remarque importante 3.15

Attention ! det(A + B) # det(A) + det(B) en général.

Méthodes pratiques de calcul

Pour calculer un déterminant, on peut :

— développer par rapport & une ligne ou & une colonne,

— faire des opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes,

— combiner les deux.
On pourra transformer une matrice en une matrice équivalente triangulaire, ou transformer
une matrice en une matrice équivalente qui contient une ligne ou une colonne avec beaucoup
de coefficients nuls.

3 6 9
Exemples. 1. Calculer le déterminant de la matrice A= (2 1 4
1 5 2
Nous commengons par factoriser la premiere ligne, puis nous utilisons des opérations élé-
mentaires.
3 6 9 . 1 2 3
2 1 4 Mostogl2 14
1 5 2 o 1 5 2
Ly + Ly—2L bz 3
27 300 3 2
1 5 2
Ly + Lg—3L b2 3
Pl 300 -3 2
0o 3 -1
Ls + L3+L 123
3 %:3+ 2 glg -3 —2
0o 0 -3

La matrice finale est triangulaire supérieure. D’apres le théoreme 3.11, nous avons :

det(A) =3-1-(=3)- (=3) = 27.
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2. Calculer le déterminant de la matrice

oy}

Il
_ O O N
— O N Wk
N = O =
O = W oo
N OO - N

Observons que la ligne L4 contient plusieurs zéros. Simplifions d’abord la colonne C5 pour
créer plus de zéros.

2 4 1 0 2 2 4 1 0 2
1 3001 13 0 01
02 1 30 @& Jo2 530
002 10 00 0 10
1100 2 11 0 0 2
2 4 1 2
= D" 2 5 0
11 0 2
0 -2 1 0
Ly« L1—2L, |1 3 0 1
= 0 2 -5 0
1 1 0 2
0 -2 1 0
Ly + Ly—Lo 1 3 0 1
= 0 2 -5 0
0 -2 0 1
. o -2 1 0
o (-1)**1| 2 -5 0
-2 0 1
dév. Cs a2 1
= (=1) 2 -5

Donc det(B) = —8.

3. Calculer le déterminant de la matrice

N O N =
[SSRE>EEN B en)
—=w o o
—_= O Oy W

Observons que la matrice est quasiment triangulaire. En agissant sur la colonne Cjy, on
peut rapidement trouver son déterminant.
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1 0 0 3 1 0 0 O
2 7 0 6] ci,«cui—3c; |2 7 0 0
0 6 3 0 = 0 6 3 0
7T 3 1 1 7 3 1 =20
= 1-7-3-(-20)
= —420
Inversibilité d’une matrice
Théoréme 3.17 Déterminant des matrices inversibles

Soit A une matrice carrée de taille n x n. Alors nous avons ’équivalence

A est inversible <= det(4) #0

Démonstration. (=) Si A est inversible, alors il existe une matrice A=! € M,,(R) telle que
AAT =1, =A"1A

Comme det(AA~1) = det(I,) = 1, alors det(A) det(A~!) = 1, donc det(A) # 0.

(<) Supposons que A n’est pas inversible, montrons que det(A) = 0.

D’apres le théoreme de caractérisation des matrices inversibles 2.23, A ne posséde pas n
positions pivot et de ce fait, la matrice échelonnée réduite, R, associée a A contient au moins
une ligne de zéros. En développant par rapport a cette ligne, on obtient que det(R) = 0.

Or d’apres le corollaire 3.8, il existe a # 0 tel que

det(R) = « det(A).
Donc det(4) = 0. O

Remarque 3.3.0.18. Ce théoréme est particulierement utile pour déterminer si une matrice est
inversible avant de commencer le calcul de la matrice inverse.

det(A_l) - ﬁ(/-l)

Corollaire 3.19
Si la matrice A est inversible alors

1

det(A™1) = det(d)’

Exemples. 1. La matrice suivante est-elle inversible 7

1 2 0

T =N W
W o NOH

0
1
0
0

w o N O
= o W
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Nous allons calculer son déterminant. La colonne C5 contient quatre zéros. Développons
directement par rapport a cette colonne.

1 20 3 1 L2 03 1
OlOQOdév‘CS 323/0 1 2 0
203 1 4 20 "I (P T
00010 5 4 5 3
3405 3
) 121
dev b (134300 1 0
o 3 4 3
déV:L2(71)2+2;)§

= 1x3—-1x3=0

Donc det(A) = 0. A n’est pas inversible.

Déterminer les valeurs du parametre & € R pour lesquelles la matrice

est inversible.
La matrice A(k) est inversible si et seulement si det(A(k)) # 0. Développons selon la
premiere ligne qui contient un zéro.

k—2 2

0 k-2
-1 3

C(—1)1+3 .
‘+1 (e,

1
0 k-2 2f ‘h (k—1)-’
3

= *k-1DBk-2)-(-2)+0-2(k-2)
= (kh-1)Bk-6+2)—2k+4

= (k—1)(3k—4)—2k+4

= 3k?—4k—-3k+4-2k+4

=  3k*-9k+38

La matrice A(k) est inversible si et seulement si 3k* — 9k + 8 # 0.
Résolvons 3k? — 9k +8 = 0 avec A =81 — 96 = —15 < 0.

Comme le discriminant est négatif, I’équation n’a pas de racines réelles.
La matrice A(k) est donc inversible pour tout k € R.
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Interprétation géométrique du déterminant

Rappel : aire d’un parallélogramme

L’aire du parallélogramme ABCD est Asgcp = Lh,ou L = AB = CD et h est la hauteur du
parallélogramme issue de AB. C’est la méme aire que le rectangle GFCD), obtenu en découpant
le triangle AGC et en le recollant le long de BD.

D C

L

Cette formule ne dépend pas du c6té choisi comme base. En effet, sur la figure suivante, ’aire
du parallélogramme ABCD est aussi égale a I'aire du rectangle JKDH obtenu en découpant
le triangle CDE et en le recollant le long de DI, puis en découpant le triangle AIJ et en le
recollant le long de BE.

‘A J B 139

Déterminant et parallélogramme

Théoréme 3.20

Soit A = {CCL 2} une matrice 2 x 2. L’aire du parallélogramme défini par les vecteurs colonnes

de A est égale a |det(A)| (valeur absolue du déterminant).
Plus précisément :
a b

Aire = ¢ d

det {

”|adbc|

Démonstration. Commencgons par remarquer que si les vecteurs colonnes de A sont colinéaires,
alors ils définissent un parallélogramme plat, et det(A) = 0.
Si les colonnes de A ne sont pas colinéaires, la figure suivante montre que le parallélogramme

défini par les vecteurs B et E)J a une aire de ad — bc, dans le cas ot a > 0,b > 0,¢ > 0,d >0

et ad — be > 0.
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Le rectangle gris a une aire de ad. Ce rectangle couvre partiellement le parallélogramme
ABCD. Hors du parallélogramme ABC'D, le rectangle gris couvre
— le triangle ABF hachuré en jaune, dont l'aire est égale a celle du triangle CHD aussi
hachuré en jaune,
— et le triangle AED hachuré en bleu, dont laire est égale au triangle FGH aussi hachuré
en bleu.
Donc finalement, I’aire ad comprend 'aire du parallélogramme ABCD et celle du parallélo-
gramme BCHF'. Or l'aire de BCHF est bc. Donc l'aire de ABC'D est ad — be.

Sia>0,b>0,¢c>0,d>0etad— bc <0, il suffit d’intervertir les colonnes de B Z} et

. s b b -
utiliser la propriété det {CCL d} = —det { d ﬂ , pour se ramener au cas précédent.

Dans le cas ou certains des coefficients a, b, ¢ ou d sont négatifs, le méme type de raisonnement
fonctionne, avec un découpage adapté qui tient compte des signes.

O
Déterminant et parallélépipede
Théoréeme 3.21
a; a2 as
Soit A= [by by b3 | une matrice 3 x 3. Le volume du parallélépipede défini par les vecteurs
C1 C2 C3

colonnes de A est égal & | det(A)|.

Remarque 3.3.0.22. Ces interprétations géométriques expliquent pourquoi :
— Sidet(A) =0, les vecteurs colonnes sont coplanaires (en dimension 3) ou colinéaires (en
dimension 2), et le volume ou laire étant nul.
— FEn dimension n, le déterminant mesure le « volume n-dimensionnel » du parallélotope
défini par les colonnes de la matrice.



Chapitre 4 : Espaces vectoriels

Les espaces vectoriels constituent I'un des concepts fondamentaux de ’algebre linéaire. Ils
généralisent les notions de vecteurs du plan et de I’espace que nous avons étudiées précédemment,
et permettent d’unifier le traitement de nombreux objets mathématiques (vecteurs, matrices,
polyndémes, fonctions...) sous un méme formalisme.

Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Espaces vectoriels et propriétés
Notation. Soit E et F' deux ensembles. On note F x F' le produit cartésien de F et F :

ExF={(x,y)|z € E,yc F}.

Donc, si V' est un ensemble, V' x V est 'ensemble de tous les couples d’éléments de V et
R x V est 'ensemble des couples (A, v) olt A est réel, et v est un élément de V.

Définition 4.1

Soit V' un ensemble non vide sur lequel sont définies deux opérations appelées addition et
multiplication par un scalaire : +: VxV —V et -: RxV —V

(u,v) +—u+wv Av)  —
On dit que V est un espace vectoriel si les dix axiomes suivants sont satisfaits :

La somme de u et v, notée u + v, est un élément de V.

L’addition est commutative : u + v = v 4+ u, pour tout u,v € V.

L’addition est associative : (u + v) + w = u + (v + w), pour tout u,v,w € V.

Il existe un élément 0y € V', appelé vecteur zéro, tel que v + 0y = v, pour tout v € V.
Pour chaque v € V il existe un élément —v € V tel que v + (—v) = Oy.

Le multiple scalaire de v par A € R, noté Av, est un élément de V.

Siu,v €V et A €R alors AMu+v) = Au+ .

SiveVet\ueRalors (A+ p)v = Av + po.

SiveVet\ueRalors (Au)v = A(uv).

10. Siv € V alors 1v = v.

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs.

© N e S

Remarques 4.4.0.2. 1. A laide de ces axiomes, nous pouvons montrer que le vecteur Oy de
Uaziome 4 est unique. En effet, supposons que w est un vecteur de V' qui satisfait v+w = v
pour tout v € V.. Comme cette propriété est valable pour v = Oy, nous avons Oy +w = Oy .

90
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L’axiome 2 nous donne alors w4+ 0y = 0y. Comme l’axiome 4 nous donne aussi w4+ 0y =
w, nous avons bien w = Oy .

2. De maniére analogue nous pouvons montrer que pour chaque choix de v, le vecteur —v de
Uaziome 5 est unique. Il est appelé opposé de v.

3. Un ensemble muni des opérations d’addition et de multiplication par un scalaire est un
espace vectoriel si et seulement s’il vérifie tous les dix aziomes. Si un ensemble muni des
opérations d’addition et de multiplication par un scalaire ne satisfait pas au moins un des
aziomes, alors l’ensemble n’est pas un espace vectoriel (voir exemple 7 plus bas).

Exemples

1. Le plan R? formé des vecteurs

v = B}, avec r,y € R,

muni des opérations usuelles :
addition : si 7, T € R2?, alors

T = o] [

r1+ 332} 2
= eR
{y1 + Y2

multiplication par un scalaire : si T eRZet A € R, alors

AT =\ m = [Aﬂ € R?
Yy Ay
est un espace vectoriel.

Vecteur zéro : Og2 = 6> = {8}

2. L’ensemble R™ des n-tuples

x
T = , avecxj € Rpourj=1,2,...,n,
Tn
muni des opérations suivantes :
addition : si 7, 7 € R”, alors
z1 (! 1+ Y
Ty =|:|+|:|=]| : |er

Tn Yn Tn + Yn
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multiplication par un scalaire : si ZeR et Ae R, alors

T )\Il
AT =X|:|=|:|eRr"

est un espace vectoriel.

, —
Vecteur zéro : Ogn = 0 = |:
0
Notation. R™ tel qu’étudié aux chapitres précédents est donc un espace vectoriel, et ses élé-

ments sont donc des vecteurs au sens défini ci-dessus. Mais les exemples suivants montrent
d’autres types d’espaces vectoriels. Nous garderons la notation avec une fleche, 7, lorsqu’il
s’agira d’éléments de R™, mais nous noterons sans fleche, v € V pour V un espace vectoriel
quelconque.

3. L’ensemble M,, ,(R) des matrices de taille m x n & coefficients réels muni des opérations
suivantes
addition : si A, B € M,, »,(R), alors

aiyp - Qin bin -+ bin
A+ B = : . o+
(Gt - G b1 bn
[a11+b1n - ain +bin
= € Myn(R)
L@m1 +bm1 o Gmn + bmn

multiplication par un scalaire : si A € M,, ,(R) et A € R, alors

air -0 Qin Aaip s Aa,
M=) : = : : € My, n(R)
Gm1 o Gmn )\aml e )\amn
est un espace vectoriel.
0O --- 0

Vecteur zéro : Opq,, . (R) = Omxn =

Remarque importante 4.3

On dit bien que ’ensemble des matrices muni de ’addition et de la multiplication scalaire, est
un espace vectoriel. Donc ses éléments (les matrices) sont, dans ce contexte, des vecteurs. On
voit donc 1a un premier exemple de cas ou la notion de vecteur prend un sens plus abstrait,
moins direct, que l'interprétation géométrique habituelle, avec des fleches issues de 1'origine,
dans un repere.

Les exemples suivants vont dans ce sens.
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4. L’ensemble P,, des polynoémes de degré inférieur ou égal a n :

2

—1 — 2
p(x) = ant” + apn—12"" + ap_oz" " + ...+ ax” + a1z + ao,

avec a; € R pour j =0,1,2,...,n, muni des opérations suivantes :
addition : si p(z) = apz™ + ...+ a1z + ag et g(xz) =bya™ + ... + bix + bo, alors
(p+q)(z) =plx) +q(x) = (anx™ + ... + a1+ ag) + (bpz™ + ... + byz + b)
= (ap +bp)z™ + ...+ (a1 + b1)x + (ag + bo) € Py.

multiplication par un scalaire : si p(z) = a,2" + ...+ a1 + ag et A € R, alors

(Ap)(z) = Ap(z) = Mana™ + ...+ a1z + ag)
= (Aap)z™ + ...+ (Aar)x + (Nag) € P,,.

est un espace vectoriel.
Vecteur zéro : p(x) = 0, pour tout = € R.

5. L’ensemble F'(R, R) des fonctions réelles d’une variable réelle muni des opérations suivantes
addition : si f,g € F(R,R), alors

(f+9)(x) = f(z) +g(x), pourtout z €R

multiplication par un scalaire : si f € F(R,R) et A € R, alors

(Af)(x) = Af(z), pour tout x € R

est un espace vectoriel.
Vecteur zéro : f(x) = 0, pour tout = € R

6. L’ensemble V = {z € R: z > 0} des nombres réels positifs muni des opérations suivantes
addition : si z,y € V, alors
rdy=2xy
multiplication par un scalaire : si z € V et A € R, alors
Aoz =1

est un espace vectoriel. Pour le voir, nous devons vérifier que V' satisfait les dix axiomes :
(a) Siz,y e V,alorsx >0,y >0et x ®y=ay > 0. Par conséquent, x By € V.
(b) L’addition est commutative :

rhy=xzy=yr=ydSx, pourtoutx,yecV.
(¢) L’addition est associative :
(x@y)®z = (zy)Dz = (zy)z = z(yz) = 2®(yz) = 2D (ydz), pour tout z,y,z € V.
(d) Le vecteur zéro est le nombre réel 1 car

r@®l=xz-1=2x, pourtoutzelV.
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(e) L’opposé de z est L car
1 1
r®—=x-—=1, pourtoutxeV.
x x

(f) Siz e Vet AeRalorsz > 0et A®x =2 > 0. Par conséquent, \®z € V.
(g) Siz,y €V et XA € R alors

AO(@@y) =20 (2y) = (@)t =2y =@M o )=o) ®(Aoy).
(h) Siz e Vet A pue€R alors
A+p) oz ==zt = (@) & (@) = (Nox) & (Lo ).
(i) Siz € Vet A\, € R alors
M) @z =aM = (")) =X0 (") = A0 (nO ).
(j) Six € Valors 1 ®x = 2! =z, pour tout = € V.

7. Le plan R? muni des opérations suivantes :
addition : si ?, 7 € R2?, alors

2= [ -t e

To Y2 To + Yo

multiplication par un scalaire : si ZeRZet \e R, alors

a5 e

n’est pas un espace vectoriel. En effet, malgré le fait que les axiomes 1-9 sont satisfaits
avec cette multiplication par un scalaire modifiée, I’axiome 10 ne ’est pas :

si7 = Bﬂ avec zo # 0, alors 17 = {1861} = ﬁﬂ £ 7.

Remarque importante 4.4

Remarquons qu’un ensemble n’est pas en soi un espace vectoriel. Les opérations dont il est
muni sont cruciales. Cela étant dit, quand on mentionnera ’espace vectoriel R™, dans le reste
de ce cours, cela fera implicitement référence a celui de I'exemple 2.

Simplification de ’addition

Propriété 4.5

Soit V' un espace vectoriel. Soit u,v,w € V.
1. Si u+w = v+ w alors u = v (simplification & droite).

2. Siw+wu=w+ v alors v = v (simplification & gauche).
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Démonstration. 1. Nous avons

u+w=v+w
= (u+w)+(-w) = (v+w)+(-w)

= u+tfw+ (-w)]=v+[wt (-w)] par(3)

—ut0=0v+0 par (5)
=u=v par(4)

2. Comme 'axiome (2) nous donne
wHu=ut+w et w+v=v+w,

nous avons le résultat en utilisant la partie a).

Propriété 4.6

Soit V' un espace vectoriel. Si v € V et A € R, alors
1. 0-v =0y
2. X-0y =0y
3. (-1)-v=—v

Démonstration. 1. Nous avons
Ov+0v=(0+0)v par (8)
= 0v+0v = 0v
= (0v + 0v) + (—0v) = 0v + (—0v
0

)
= 0v + (0v + (—0v)) = 0v + (—0v) par (3)

= 0v+ 0y =0y par (5)
= 0v =0y par (4)

2. Nous avons

A0y + A0y = )\(OV + Ov) par (7)

= A0y + A0y = A0y par (4)
= (A0y + A0y) + (—=A0y) = A0y + (—A0y)
= A0y 4+ (AOy 4 (=A0y)) = A0y + (=A0y)

= A0y + 0y =0y par (5)
= A0y =0y par (4)

3. Nous devons montrer que v + (—1)v = Oy pour tout v € V :

v+ (—1l)v=1v+ (—1)v par (10)
=v+(-1)v=>1+(-1))v par (8)
= v+ (—1)v=0v
= v+ (—1)v =0y par la partie a).

par (3)

95
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Remarques 4.4.0.7. Dans l’espace vectoriel de l’exemple 6,
— la propriété Ov = Oy s’écrit 2° =1
— la propriété N0y = Oy s’écrit 1* =1

- e _ i 1 1

la propriété (—1)v = —v s’écrit x™ = =
Définition 4.8 Combinaison linéaire
Soit V' un espace vectoriel. v € V' est une combinaison linéaire des vecteurs vy,vs,...,v, de

V' s’il peut s’écrire sous la forme

V= A101 + Aovs + -+ X\U,,  avec Ay, Ao, ..., A\, € R,

Les nombres A1, Ag, ..., A, sont appelés coefficients (ou poids) de la combinaison linéaire.
3] 1 0
Exemples. 1. Soit V=R3 ¥ = |[4|, 1 = |0] et T2 = |2|. Comme
2 0 1

v,

1 0
3T, +20,=3|0] +2 2
0 1

N
I

le vecteur ¥/ est combinaison linéaire de 71 et 72 avec coefficients respectifs A\; = 3 et
Ao = 2.
2. Soit V =Py et Soit py(x) = 222 + 3, pa(x) = 2? — x. Comme

4p1(x) + (=8)p2(z) = 4(22% + 3) + (—8)(2? — x) = 8z + 12,

le polynéme p(x) = 8x 4 12 est combinaison linéaire de p; et ps avec coefficients respectifs
)\1:4613 )\2:—8.

Sous-espaces vectoriels

Définition 4.9 Sous-espaces vectoriels

Soit V' un espace vectoriel et soit W C V' un sous-ensemble de V.
On dit que W est un sous-espace vectoriel de V si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Oy e W.
2. Siwy,we € W alors wy + we € W (stabilité par addition).
3. Siw e W et A € Ralors Aw € W (stabilité par multiplication scalaire).

En d’autres termes, W C V est un sous-espace vectoriel de V s’il est non-vide et si toute
combinaison linéaire d’éléments de W est un élément de W.
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Remarque importante 4.10

Si W est un sous-espace vectoriel de V', alors W est un espace vectoriel muni des opérations
9

induites par V (vérifier que les 10 axiomes sont satisfaits pour W).

Donc, pour montrer qu'un ensemble non-vide est un espace vectoriel, il suffit de montrer

qu’il est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu, ce qui est souvent plus rapide,

puisqu’il n’y a que trois axiomes a vérifier.

Remarques 4.4.0.11. 1. On alinclusion V. -C V. Or si V est un espace vectoriel, V vérifie les
diz axiomes de la définition 4.1, et par conséquent V vérifie aussi les trois axiomes de la
définition 4.9. Donc V' est un sous-espace vectoriel de V. C’est le plus grand sous-espace
vectoriel de V.

2. {0y} C V est un sous-espace vectoriel de V. En effet, nous avons

(a) Oy € {0v},

(b) Oy +0y =0y € {Ov},

(¢c) Aoy =0y € {0y }.
C’est le plus petit sous-espace vectoriel de V', puisque tous les sous-espaces vectoriels de V.
contiennent Oy .

Exemples

1. L’ensemble W = {B} ER? |z +y= O} est un sous-espace vectoriel de R?.

En effet, le vecteur {8} est dans W et comme les éléments de W sont de la forme {ja:}’

avec T © R, nous avons :
I T2 X1 + X9
) =Lt e
ij —3 —(21 + 22)

)= ] e

W C R? est la droite de pente —1 qui passe par 'origine.
2. L’ensemble U = { V} ER?:z+y= 2} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet,
Y
il suffit de constater que {8} ¢U.
U C R? est la droite de pente —1 qui passe par (0,2).
3. L’ensemble V = {Eﬂ ER?:y= 1’2} n’est pas un sous-espace vectoriel de R? méme si

{0} € V. En effet, les éléments de V sont de la forme {;2 ,avec ¢ € R, et

0
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3

T2 1+ .1‘2:| |: 1+ o } inéral
= t
+ Lsg} L“% + 23 7 (v1 +ap)2] R EEBOTALC

A {ﬂ} = L\)\;Q} #* {(g\;c)?} en général.

T

Y Y Y
U
W (0.9
T
0)
T ® T
(0,0)
W=A(zy):z+y=0} U=A{(z,y):x+y=2} V={(z,y) 1y = 2*}
Sous-espace vectoriel Pas un sous-espace vectoriel

(0,0) ¢ U

T

4. W = y| €R®|ar+by+cz=0,a,bc#0yp CR?
1

W est un plan de R3. On montre que W est un sous-espace vectoriel de R3.

0
(a) Tew: {O} eWeceara-0+b-0+¢-0=0
0

(b) U+7V eW,pour W,V eW.

Uy U1
En effet, soit U= |us| , 0 = |va| €W, alors
us U3

auy + bus + cug = 0 et avy + bvy + cvg = 0.
Onadonc @ + 7 € W car :
a(uy + v1) + b(ug + va) + c(us + v3) = aus + avy + bug + bvg + cug + cvs

= auy + bus + cus + avy + bvy + cvs
=0 =0

=040
=0

(c) Si @ € W, A € W. On fait le méme raisonnement qu’en 2.
x

5 W= y| €R3|ax+by+cz=1,a,b,c+#0 p nest pas un sous-espace vectoriel de R3.
z
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0
En effet, ona [0 ¢ Wecara-04+b-0+¢c-0=0# 1.
0

6. L’ensemble C'(R,R) des fonctions continues est un sous-espace vectoriel de F(R,R) car la
fonction nulle est continue, la somme de deux fonctions continues est continue et le produit
d’une fonction continue par un scalaire reste continue.

7. L’ensemble P, est un sous-espace vectoriel de F(R,R) pour tout n =0,1,2,...

8. L’ensemble P est un sous-espace vectoriel de P,, pour tout £k =0,1,2,...,n.
Remarque importante 4.12
Soit v, , v, € R™, alors Vect (ﬁ, e ,17,1)) est un sous-espace vectoriel de R™.
En effet :
_)
1. 0 =0vf +---+ 00y, eVect(v_f,-n ,ﬁ)

2. Soit ¥, W GVect(v_{,-u Jﬁ), alors ¥ = M0l + 4 Ay €t W :ulv_{—l—-n—i—,umm,

donc7—1—?:()\1+u1)171>—|—~~—|—(/\m+;¢m)17n>EVect(Ul),~~~ ,17,1))

La notion d’espace engendré se généralise aux espaces vectoriels quelconques.

Sous-espace vectoriel engendré par un ensemble de vecteurs

Définition 4.13 Sous-espace vectoriel engendré

Soit V' un espace vectoriel. Soit vy, va,...,v, € V.

L’ensemble formé de toutes les combinaisons linéaires de wvy,vs,...,v, est un sous-espace
vectoriel de V' appelé sous-espace vectoriel engendré par vi,va, ..., vy, noté Vect (vy,...,v,).
On dit que {v1,...,v,} est un systéme générateur (ou une famille génératrice) de
Vect (v1, ..., 0p).

Cette définition est en réalité une défintion-théoreme, puisqu’elle contient ’affirmation :

L’ensemble formé de toutes les combinaisons linéaires de vy, va, ..., v, est un sous-espace
vectoriel de V.

Vérifions-la dans le cas n = 2, la démonstration dans le cas général est similaire.
Soit V' un espace vectoriel, vi,v9 € V et

W:{’UEV|’U:)\1’U1+)\2U2,)\1,/\2 ER}

Alors,
1. Oy € V est dans W car Oy = 0vy + Ovs.

2. Soit v = A\jv1 + Aqvg et w = pyv1 + pve deux éléments de W. Nous avons :
v+ w = (Avr + Agv2) + (pav1 + pove) = (A1 + p1) vr + (A2 + p2)va € W
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3. A = A(A\vr + dava) = (A1) vg + (Aho)vg € W
Remarques 4.4.0.14. Si w est une combinaison linéaire de u et v, alors Vect (u,v,w) = Vect (u,v).
Exemples. 1. Soit V' = Py. Considérons les polynémes
pi(z) =1, po(z) =2z, p3(z)=2> aveczecR.
Les éléments de Vect (p1, p2) sont de la forme
A1p1(x) + Aopa(x) = A1 + Aoz, avec A1, A2 € R.
Ainsi,
Vect (p1,p2) = Py.

Par conséquent, ’ensemble {p1,p2} est un systéme générateur de P;.
D’autre part, comme

Mp1(T) + Aap2 () + Asps(®) = A1 + Aoz + A32?,  avec Aq, A2, A3 € R,

nous avons
Vect (p1,p2,p3) = Po.
Par conséquent, 'ensemble {p1, p2, p3} est un systéme générateur de Ps.
2. Soit V = M3 2(R). Considérons les matrices

10 0 1 0 0 00
Ar=10 0|, A,=1]0 0|, A;=1{1 o|, As=1]0 1
0 0 0 0 0 0 0 0

Les éléments de Vect (A1, A2) sont de la forme

1 0 0 1 A1 Ag
MAT + XA =X |0 O +X2]0 O =10 0, avec A, s €R.
0 0 0 0 0 O
Ainsi,
a b
Vect (A1, Ay) = { M € M3a(R)[M = |0 0|,abeR
0 0

Cet ensemble représente toutes les matrices 3x2 dont seule la premiere ligne est non nulle.
D’autre part, comme

A1 Ag
MAL+ AAg + A3A3 + M Ay = | A3 Ag|,  avec A, Ao, A3, A € R,
0 0

nous avons

b
Vect(Al,Ag,A37A4): MEM372(R)|M: d|,ab,c,deR
0

o0 Q

Par conséquent, 'ensemble {A;, Ao, A3, A4} est un systeme générateur du sous-espace des
matrices 3x2 dont la troisieme ligne est nulle.
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Indépendance linéaire

Définition 4.15 Indépendance linéaire

Soit V' un espace vectoriel. Soit vy, vs, ..., v, des vecteurs de V.
Les vecteurs vy, vs, ..., v, sont linéairement indépendants (ou libres) si la seule solution de
I’équation

T1U1 + X2V2 + - + TRV, = Oy

est la solution nulle (ou triviale) :

$1=0, 1‘2:0, <oy CEnZO
Si par contre, il existe des coefficients A1, Az, ..., A\, € R non tous nuls tels que
)\11)1 I )\2”02 SFooogF )\nl}n = OV (*)

on dit que les vecteurs sont linéairement dépendants (ou liés) et dans ce cas, (x) est appelée
une relation de dépendance linéaire.

Remarques 4.4.0.16. Tout ensemble de vecteurs qui contient le vecteur Oy est linéairement dé-
pendant car

1-0y +0v; +0vg+---+0v, =0y et (1,0,0,...,0)#(0,0,0,...,0).

Exemples

1. Soit V' = M3 3(R), I'espace vectoriel des matrices 2 x 2 & coefficients réels.

Les matrices

1 0 0 1 0 0 0 0
Al:{o 0}’ AQ:{O 0}’ A?’:L 0}’ A‘*:{o J

sont linéairement indépendantes. En effet, si

00}
0 0/’

AMAL+ AoAo + A3As + MA, = {

on obtient

A1 )\2}_{0 0} oy oy oy
|:)\3 A4 = 0 0 donC,Al—)\2—>\3—>\4—O.

Ainsi, la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison triviale.

Par contre, les matrices

1 0 0 1 1 1
Bl:{o 0}’ 32:{0 0}’ Bi”:{o 0}
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sont linéairement dépendantes, car

0 O}'

1Bl + 1B2 + (*1)33 = {0 0

On a donc une relation de dépendance linéaire entre ces trois matrices.
2. Soit V = P5. Les polynomes
pl(‘r) = 17 pZ(x) =, pS(x) = 127 avec T € R?
sont linéairement indépendants. En effet,

A1 (x) + Xapa(z) + Asp3(z) =0 <= A1+ Aoz + X322 =0 pour tout € R

)\1:0
= (A =0
A3 =0

Par contre, les polynomes
q(z) =22 -2z, @) =2*>+3, ¢@)=2r+3
sont linéairement dépendants car
g1 () + (—1)g2(2) + 1gs(z) = 0.
3. Soit V = F(R,R). Les fonctions
fi(x) =cos(x) et fo(x) =sin(x)
sont linéairement indépendantes. En effet, si
A1 cos(z) + Agsin(z) =0 pour tout z € R,

s

nous avons en particulier, en prenant x =0 et x = 5 :
A1 cos(0) + A2 sin(0) =0 A\ =0,
{)\1 cos (5) + Aesin (5) =0 - {)\2 =0.
Par contre, les fonctions
g1(x) = cos®(z), go(x) =sin(z) et g3(z) = cos(2z)
sont linéairement dépendantes car cos(2x) = cos?(z) — sin?(z), donc
1g1(z) + (=1)g2(z) + (=1)gs(x) =0, pour tout = € R.
4. Soit V = F(R,R). La formule

cos(3x) = 4 cos®(z) — 3 cos(x)
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indique que les fonctions

fi(z) = cos(x), fa(w) =cos(3z) et f3(x) = cos®(z)

sont linéairement dépendantes, car
3fi(x) + 1fa(x) + (—4) f3(z) =0, pour tout z € R
Alternativement, cela peut étre montré en résolvant

A1 cos(z) + A cos(3z) + Az cos®(x) =0 pour tout = € R.

En prenant z = 0, z = § et ¥ = § nous obtenons le systeme homogene

A1 cos(0) + A cos(0) + Az cos®(0) =0 A+ Ayt Az =0
)+>\2COS(%)+)\3COS (1):0 < (44X +3X3=0

6
) + Az cos(m) + Az cos® (£) =0 A =8A+ A3 =0

A1 COS (
A1 COS (

us
6
us
3

Comme la solution de ce systeme est

A1 -3
Xo| =t |—-1], avecteR,
A3 4

nous retrouvons la relation de dépendance linéaire

3f1(x) + 1fo(x) + (—4) f3(z) =0, pour tout = € R.

Théoreme 4.17 Caractérisation des ensembles linéairement dépendants
Soit V' un espace vectoriel, et vy, vs,..., v €V (avec k > 2).
L’ensemble S = {vy1,v9, ..., v;} est linéairement dépendant si et seulement si au moins un des

vecteurs de S peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Analogue au cas V' = R"™ traité au chapitre 1. O

Corollaire 4.18

Si Pensemble de vecteurs {vi,vs,...,vx} est linéairement dépendant alors l’ensemble
{v1,v2, ..., v, v} est aussi linéairement dépendant et ceci pour n’importe quel choix de v € V.

Démonstration. Supposons que vy € Vect (va, ..., vy). Alors nous avons vy € Vect (va, ..., vk, v)
pour tout v € V' car

U1 = HUp o+ U = U1 = pov2 + e v + 00
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Corollaire 4.19

Si S = {v1,...,vx} est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants alors tout sous-
ensemble T' de S est formé de vecteurs linéairement indépendants.

Démonstration. Supposons qu'un sous-ensemble T de S est formé de vecteurs linéairement dé-
pendants. Le corollaire précédent entraine que I’ensemble S est aussi formé de vecteurs linéai-
rement dépendants, ce qui est en contradiction avec I’hypothese. O

Bases et dimension

Définition 4.20 Base d’un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel. Soit by, bs, ..., b, des vecteurs de V.
L’ensemble de vecteurs B = {b1, ba,...,b,} est une base de V si et seulement si

1. Pensemble B = {by,ba,...,b,} est linéairement indépendant,

2. Tensemble B = {b1,ba,...,b,} est un systéme générateur de V :
V = Vect (B) = Vect (b1, ba, ..., by).

On note alors B = (by, ba,...,by,) et cette notation tient compte de 'ordre des vecteurs.

Remarques 4.4.0.21. Cette définition ne présuppose pas que tous les espaces vectoriels ont une
base B = (b1, ba,...,b,). Nous reviendrons sur ce point lors de la définition 4.25, qui distingue
les espaces de dimension finie de ceuxr de dimension infinie.

Exemples. 1. Soit V' =R". Les vecteurs

1 0 0
0 1 0
0 0 0
e_1> = ) ?2 = . ) 9 ej =
0 0 0
0] 0] 1]

sont linéairement indépendants et engendrent V' = R™. Par conséquent, ils forment une
base de R", appelée base canonique, notée & :

= = —
&= (613623"'3677.)'
2. Soit A = [al a2 '+ Gn| yne matrice carrée de taille n x n.

En vertu du théoreme de caractérisation des matrices inversibles, nous avons :

(H, a5, ..., a_n>) est une base de R" <« A est inversible.
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3. Soit V = Py l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
Nous avons vu que les polynomes

p(@) =1, pa) =z ct py(a)=a? aveca € R,
sont linéairement indépendants. De plus, comme tout élément de Py s’écrit

p(z) = a+bx + cx? = api(x) + bpa(x) + cps(x), avec a,b,c €R,

les polynémes pi, p2 et ps forment un systéme générateur de Po, donc une base de Po,
appelée base canonique.

Notation. Nous allons noter cette base £ = (17 x, x2) plutdt que € = (p1,p2,p3).

4. Soit V =P, I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.
Comme les polynémes

pi(z) =1, po(x) =2, p3(x)=2% ..., po(z)=2""" po(r)=2", avecz R,
sont linéairement indépendants et tout polynome s’écrit
p(z) = ap + a1z + asx® + ...+ an_12" '+ a,z™,  avec ag,ai,as,...,an € R,

I’ensemble £ = (1,x,x2, . ,x”) est une base de P,,, appelée base canonique.

5. Soit V' = My o(R) I'espace vectoriel des matrices de taille 2 x 2. Comme les matrices
{1 O} {0 1} {0 O} {O 0}
0 o/’ [0 o [1 0] [0 1
sont linéairement indépendantes et toute matrice de taille 2 x 2 peut s’écrire sous la forme

a b 10 0 1 0 0 0 0
{c d _Q{O 0}—#1){0 0}—#0{1 0}+d{0 J, avec a,b,c,d € R,
I’ensemble

e=(lo oo ot oo Y1)

est une base de V' = My 2(R), appelée base canonique.

6. De méme, 'espace vectoriel M, ,,(R) des matrices de taille m x n admet comme base

canonique l’ensemble des matrices (Eij)lgigm ou Ej;; désigne la matrice dont tous les
1<j<n
coefficients sont nuls sauf celui en position (i, j) qui vaut 1.

7. Soit V = P4 l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 4. Considérons
les trois polynomes

pr(z) =22 4+22 -1, po(x) =222 —x+3, ps(z)=>52>+32z+5, avecaxcR.

et soit W = Vect (p1, p2, p3).

Comme p3(x) = 2p1(x)+p2(x), ces polynomes sont linéairement dépendants. Donc {p1, p2, p3}
ne constitue pas une base de W.

Par contre, les polynémes p; et ps sont linéairement indépendants et Vect (py, p2,p3) =
Vect (p1,p2), donc B = {p1,p2} forme une base de W.
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8. Soit V = P3. Posons
qi(z) =1, g2(z) =2 +1, g3(x) = 2% + z, qa(x) = 2° +a*.

Montrons que B = {q1, g2, ¢3, ¢4} est une base de V.
Indépendance linéaire. Supposons

aqi(x) +bga(x) + cqgs(z) + dga(z) = 0.
En développant et en regroupant par puissances de x :
(a+b)+ (b+c)z+ (c+d)x? +da® =0.

Par identification des coefficients, on obtient le systeme :

d=0,

c+d=0, G b d—
b+c=0,

a+b=0,

Ainsi, les polynomes ¢, g2, q3, g4 sont linéairement indépendants.
Génération. Soit p(x) = A+ Bx + Ca? + Da® € P3. Cherchons a,b,c,d € R tels que
p(z) = aqi(x) + bga(z) + cqs(x) + dqa().

Comme plus haut, ’égalité des coefficients impose :

d=D, d=D,
c+d=0C, ,. ¢c=C-D,
d’ou
b+c= B, b=B—-C+D,
a+b=2A, a=A—-B+C-D.

11 existe donc toujours des réels a, b, ¢, d réalisant p(x).
Donc B= (1, x + 1, 22 + x, 2 + 22) est une base de P3.

Théoréme 4.22 Théoreme de la base extraite

Soit V' un espace vectoriel. Soit S = {v1,va,...,v;} un ensemble de vecteurs de V et soit
W = Vect (v1,va,. .. ,vg) le sous-espace vectoriel de V' engendré par S.

1. Siun vecteur de S est combinaison linéaire des autres, on peut le supprimer sans changer
I’espace engendré : les autres vecteurs engendrent encore W.

2. Si W # {0y }, alors il existe un sous-ensemble de S qui est une base de W. Autrement
dit, il est possible d’extraire de ’ensemble S une base de W.

Démonstration. 1. Supposons que v s’écrit comme combinaison linéaire de vy, v, ..., V5_1
(si ce n’est pas le cas, il suffit de renuméroter les vecteurs) :

Vg = AMU1 + AoV + ...+ A 1Vk—1



